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 قضایای انتگرال معین

 ی انتگرال معین و مساحترابطه

 x = bو  x = aو خط دها و  xبا محور  fمحصور بین تابع  دارعلامتبرابر مساحت  ]a , b[ی در بازه fانتگرال معین تابع 

ای که ر و در هر بازهبراب هاست، حاصل انتگرال معین با مساحت در آن بازه بالای محور x ای که تابع fاست، یعنی در هر بازه

f تابع x ی مساحت در آن بازه برابر است.هاست، حاصل انتگرال معین با قرینه پایین محور 

f 5 یدر بازه به عنوان مثال اگر نمودار تابع
,

6 4

  
 
 

 شکل مقابل باشد، آنگاه 
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 های اولیه )قضایای اولیه(ویژگی

باشند آنگاه: [a , b]ی پذیر در بازهدو تابع انتگرال gو  fاگر  قضیه:

 قضایای بنیادی انتگرال

داشته باشیم: Ixو برای هر  Iaپیوسته  Iی بسته روی بازه fاگر تابع ی بنیادی اول: قضیه

 .آنگاه  

:2اگر  مثال

1
( ) 1

X

F X t dt


   آنگاه، را( )F X .بیابید

  :حل                                                                                                                    
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 قضیه بنیادی دوم

 داشته باشیم ]a , b[ی در بازه xای باشد که برای هر به گونه gپیوسته باشد و تابع  ]a , b[ی بسته در بازه fاگر 

( ) ( )g x f x   :آنگاه 

 

 یابیم یعنی:به عبارت دیگر از تابع انتگرال گرفته و سپس اختلاف حد پایین و بالا را می

(F(x)  تابع اولیهf(x)                    )است 

                

:حاصل  مثال
2

1
2x dx


 .را بیابید
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 های اولیهفرمول

 :ه کنیدی انتگرال را بیابیم، به جدول زیر توجهای اولیهنیم فرمولتواهای مشتق میبا استفاده از فرمول
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 انتگرال معین توابع شامل قدرمطلق

ه لامت نمودق تعیین عی داخل قدرمطلها ریشهبا توجه به برای محاسبه انتگرال توابع شامل قدرمطلق، باید قدرمطلق را 

 ان مثال:به عنو کنیم.می ها را محاسبه تک انتگرالو سپس تک

 

 ر سم نموداتوانیم با رهای شکسته تشکیل شده باشد میخطدر بعضی از موارد اگر نمودار قدرمطلقی از پاره :نکته

حاصل انتگرال را بیابیم.

 انتگرال معین توابع شامل جزء صحیح

ر یک از هتگرال در حت انرای تابع تای در نظر بگیریم که بها باید حدود انتگرال را به گونهگونه انتگرالی ایندر محاسبه

 ها تنها یک مقدار صحیح بدست آید.فاصله

 در بعضی از موارد که رسم تابع  :نکتهy = [f(x)] یابیم.را می ساده باشد، با رسم نمودار حاصل انتگرال

 



لاصه نکات انتگرال خ                                              میلاد سجادی لاریجانی                                               دیفرانسیل   

6 

4حاصل انتگرال .1

0

1

2

x x
dx

x

 
 
 

1394-سراسری ریاضی داخل»کدام است؟ » 

1 )4 2 2 ln 2   2) 4 2 2 ln 2  3) 2 2 2 ln 2   4) 2 2 ln 2

 
.مقدار حاصل شود 1جزء صحیح،   باید محدوده ی انتگرال گیری را طوری تعیین کنیم که

 

   
2 4 2 4

0 2 0 2

1 1 1 1
0 1

2 2 2

x x x x x x
dx dx dx dx

x x x

      
     

   
   

4 4 4

2 2 2

1 1
0

x x
dx dx dx

x x x


      

   

1
1 1 2

12 2

4
4

2 2

ln
1

2

2 ln 4 2 2 ln 4 ln 2 4 2 2 ln 2

dx dx x
x x dx x dx x C

x x

x x




 
       

 

         

   

حاصل .2 
2

1
x x dx

 95-کدام است؟ »سراسری تجربی خارج کشور »  

1 )
2
1

   2 )1  3) 
2
3

   4 )1

ن برای و هم چنی ا تعیینبه ازای ریشه داخل قدر مطلق بازه انتگرال گیری ربرای انتگرال گیری از توابع قدر مطلق باید 

ودمقدار حاصل ش 1جزء صحیح،   باید محدوده ی انتگرال گیری را طوری تعیین کنیم کهتوابع جزصحیح 
 

        
0 1 2 0 2

1 0 1 1 1
1 0 1 0x dx x dx x dx xdx xdx

 
             

 
2 22 2 2

0

1

1

10 1 1 1
0 2 2 1

2 2 2 2 2 2 2

x x
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حاصل .3  
1

1
3x x dx


95-کدام است؟ »سراسری تجربی داخل » 

1 )
2
5

  2 )3  3 )
2
7

  4 )4

 

عدد صحیح باشد  1قدر مطلق را با توجه به ریشه داخل و جزء صحیح را با توجه به این مقدار که خروجی  باید 

 بازه بندی می نماییم.

        
2 2

0 1 0 1
0 1 0

1 0 1
1 0 1 0

3 3
3 3 1 0 | | |

2 2

x x
xdx xdx dx x 

 
            

          
2 2 23 3

0 1 1 0 0 1
2 2

         
3 3

1 4
2 2

   

 تابع اولیه و انتگرال نامعین

ولیه )ضد مشتق( را تابع ا F(x)گیری است. به عبارت دیگر اگر یافتن تابع اولیه( ضد عمل مشتقگیری )ل انتگرالعم

f(x)  نویسیم:و می در نظر بگیریم، آنگاه 

 

دهد. به عبارت دیگر:گیری )داخل انتگرال( را میانتگرال :نکته

( ( ) ) ( )f x dx f x 

 ها در یک عدد ثابت است.شمار تابع اولیه است که اختلاف آنهر تابع دارای بی :نکته

 
1 1

1 1
3x dx x dx
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:خواهیم داشت: با فرض  از آنجایی که  نکته

 

اگر .4 
2

3

3 2

7 4
3

x x
dx x d x c

x


  آنگاه xf94-کدام است؟ »سراسری تجربی داخل »

1 )21
2

3
x x  2)22

1
3

x   3 )2x x  4 )2 2x 

 

 
2 2 4 4 12

2 3 3 3 3 3
2

3

7 4
7 4 7 4 4

x x
dx x x dx x x dx x dx x dx x dx

x

 
           

7 4
7 43 3
3 37 4 3 3

7 4

3 3

x x
c x x c       

 2 2 23 3 33 3 3 ( )x x x x c x x x c f x x x       

 

اگر .5
  

 2

1 1x x x
dx f x c

x x

 
   باشد، آنگاه xf 95-کدام است؟ »سراسری تجربی » 

1 )2 2x   2 )2 1x   3 )2x   4 )2x 

 

(1 )x x x x   

 

      
2 2 2 2

1 1 1x x x x x x x x
dx dx dx

x x x x

  
     

3 1 1 1
1 32 2 2 2
2 2

2 2 1 1

2 2

x x x x
dx dx x dx x dx C

x x


 

      


   

 
2 2 2

2 2 2
x

x C C f x x
x x
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 گیریسازی و انتگرالساده

 رده و سپسکها را ساده توانیم بعضی از انتگرالاتحادها، گویا کردن مخرج کسر و تفکیک کسر میبا استفاده از  -الف

 حاصل انتگرال را بیابیم.

 

 د.ست آوردها را ساده نمود و سپس حاصل را به توانیم بعضی از انتگرالبا استفاده از اتحادهای مثلثاتی می -ب

 

2حاصل .6
2

4

1 cos 2

2sin

x

x






  95-است؟ »سراسری ریاضی داخلکدام » 

1 )1 2  2 )1
4


  3 )1

2


  4)

3

4
 

 میدانیم:

21 cos2 2cosx x 

2
22

2

4

2cos
cot

2sin

x
xdx

x



    22

4

( 1 cot 1)x dx


     

   
2

22 2 2

4 4 4
4

1 cot 1 cot cot
2 4 2 4

x dx dx x x cot


  

  


        
              

    
 

 
2

0 1 1 1
2 4 4 4

x      
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حاصل  .7
20 1 tan

dx

x




1394-سراسری تجربی داخل»برابر کدام است؟ » 

1)1  2 )2  3 )  4صفر ) 

 میدانیم:

2

2

1
1 tan

cos
x

x
 

2

0 0 0 0
2

2

1
cos cos cos

11

coscos

dx
x dx dx dx

xx


   

        

 2
0

2

sin sinx x







      



   sin sin 0 sin sin 1 1 2
2 2

 


    
          

    

 .توانیم توابع را ساده نماییم مشتق و انتگرال میحد و در مسائل نکته: 

 تابع اولیه و انتگرال نامعین

 ی تغییر متغیرقضیه

 پس: و یا  دانیم می

 

 

u نید. کهای زیر توجه را به ترتیبی در نظر بگیریم که مشتق آن در کنارش ظاهر شود. به مثال باید عامل 
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کرده و  ( را در داخل انتگرال ضرب3، کافی است )آنگاه  با فرض 
3
 داریم.را بیرون نگه 1

 

 پس: با فرض 

 

های زیر دقت کنید:به فرمول :نکته

 

 

 

 

ازه مشتق پذیر باشند در این بg  و h پیوسته و توابع a شامل نقطه I بر بازه fنکته: در حالت کلی اگر تابع 

 آنگاه داریم:

( )

( )
( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))

g x

h x
f t dt g x f g x h x f h x  
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.اگر 8 
 2

22

ln 2x t
G x x dt

t


  .باشد 4'G 2چند برابرln 1394 -سراسری ریاضی داخل» است؟» 

 
1)1   2 )1.5   3 )2   4 )3 

 
   

2

22

ln 2ln 2 1
' 2 2 0

2

x xt
G x x x dt x

t xx

 
    
 
 



 
   2

22

ln 2 ln 41
' 2 2

42

x t
G x x x dt x

t x

  
    

 


   
 

   
2 2ln 41

2 0 4 0 ln 4 0 ln 2
42 4

x
 

       
 

 0 2ln 2   2ln می باشد   2 برابر

 به صورت رابطه زیر می باشد: ,a b f بر بازه   نکته: مقدار متوسط یا میانگین تابع

1
( ) ( )

b

a
f c f x dx

b a


 

.مقدار میانگین تابع 9 
2

2

2x
f x

x


[ کد2و  4بر بازه ی ] 95-سراسری ریاضی داخل»ام است؟ » 

1 )
8
5

     2 )
16
11

   3 )
4
3

   4 )
8
7

 

 
 

ab

dx
b

a
xf

cf





 

2
4

22 4 42

2 22 2

2
1 2 1 2

1
4 2 2 2

x
dx

xxf c dx dx
x x


  

    
  


 

  
1

4 4
2 4 4

2 2
2 2

1 1 2
1 2 | |

2 2 1

x
dx x dx x


  

    
 

 

 4 4

2 2

1 2 1 2 2 3
| | ( 4 ( 2 )

2 2 4 2 4
x

x
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 ینکاربردهای انتگرال مع

های زیر را خواهیم داشت:در محاسبه سطح محصور حالت

E.MAIL:milad.sajjadi619@gmail.com


